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Resumen

En el presente articulo, el cual es un resumen de los aportes realizados en [41], se analizan y estudian los
problemas de inestabilidad en la solucién de la ecuacion de adveccion-difusion-reaccion (ADR) mediante el
método de elementos finitos estandar (Galerkin). Se estudia las propiedades de tres formulaciones débiles del
problema general, en particular, la existencia y unicidad de la solucidn en cada una de las formulaciones
débiles. Luego, se desarrolla la teoria general sobre técnicas de estabilizacion consistentes para la ecuacion
ADR; ademas, se estudian las técnicas consistentes: streamline upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) vy
Galerkin/least-squares (GLS). La parte central de este articulo es el estudio, interpretacién, analisis, y
desarrollo en elementos triangulares lineales de las técnicas de subescalas, en particular, la técnica de
subescalas algebraicas (ASGS) y la de subescalas ortogonales (OSS). Esto también comprende el desarrollo
de una expresion para el parametro de estabilizacion basada en un analisis de Fourier de la ecuacion ADR
de las subescalas.

Palabras Claves: adveccion-difusion-reaccion (ADR), método de elementos finitos, formulaciones débiles,
técnicas consistentes de estabilizacion, streamline upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), Galerkin/least-squares
(GLS), técnicas de subescalas, subescalas algebraicas (ASGS), subescalas ortogonales (OSS), parametro de
estabilizacion, analisis de Fourier.

Abstract

In this paper, which is a summary of the contributions made by [41], we analyze and study instability
problems in the solution of the advection-diffusion-reaction equation (ADR) using the standard finite element
method. Three weak formulations, whose properties are studied, are obtained from the general problem.
Specifically, we study the existence and uniqueness of the solution for each of the weak formulations. Then,
we develop a consistent stabilization techniques general theory for the ADR equation. Moreover, we study the
consistent techniques: streamline upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), and Galerkin/least-squares (GLS). The
main part in this paper consist in studying, analyzing, and developing; using linear triangular elements, two
of the most important subscales techniques, particularly, the algebraic subscales technique (ASGS), and the
orthogonal subscales one. It includes developing a stabilization parameter expression based on an ADR
equation Fourier’s analysis.

Keywords: advection-diffussion-reactio (ADR), finite element method, weak formulations, consistent
stabilization techniques, streamline upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), Galerkin/least-squares (GLS),
subscales techniques, algebraic subscales (ASGS), orthogonal subscales (OSS), stabilization parameter,
Fourier’s analysis.
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1. Descripcion de la Ecuacion ADR

La ecuacion de adveccion-difusion-reaccion
(ADR) es una ecuacion de transporte para una
variable fisica que modela efectos de adveccién,
difusion y reaccién. La cantidad fisica de interés
puede ser la concentracion de una especie quimica
pasiva, la temperatura, una cantidad de
turbulencia, etc. En adelante, se asume que esta
cantidad escalar no tiene interaccion con su
entorno: esta es un escalar pasivo. Se propone el
estudio del siguiente problema:

Lw):=—eAu+V-(au)+su=f en Q (1)

donde Q es un dominio ng-dimensional
(ng =1,23) con un contorno 9Q; & es la
constante de difusion del medio; f es el término
fuente; a es el campo de adveccion (no
necesariamente solenoidal) y s es un término
reactivo.

2. Forma Generalizada de las
Formulaciones Débiles

Del problema diferencial dado por la ecuacion
(1), se pueden obtener tres formulaciones débiles
[36]; dependiendo de qué término de la forma
integral de la ecuacién (1) se integre por partes, y
de cémo se lo haga. Para la primera formulacion
deébil, que es la que se utilizara a lo largo de este
trabajo, y que se conocerad como formulacion débil
0; se integra por partes el término difusivo
Unicamente. En el caso de la segunda formulacién
débil, que se conocerd como formulaciéon débil
1/2, ademés de la integracion por partes del
término  advectivo. Finalmente, la (ltima
formulacién débil, denominada formulacion débil
1, se obtiene de una manera similar a la
formulacion débil 1/2.

Las tres formulaciones anteriormente descritas
se pueden escribir de una Unica manera. Para esto,
se introduce una constante, g, la cual puede tomar
los siguientes valores:

Formulacion Débil O: o =0,

Formulacion Débil 1/2: o =1/2,

Formulacion Débil 1: P =1

De acuerdo con esto, la forma generalizada de
las formulaciones débiles de la ecuacién de
adveccion-difusién-reaccion (1) se lee: encontrar
u € H* tal que:

a®(u,v) ={f,v)qg +{g”,v)r| YvEH'(Q) (2)

donde H'(Q): es un espacio de Hilbert sobre el
dominio Q en el que sus elementos y primeras
derivadas son cuadrado integrables.

a®(u,v) :=e(Vu,Vv) + (1 — p)(a - Vu,v)
—pwa-Vv) + (s + (1 —p)V-alu,v) (3)

y
g% :=(eVu — pau) -n 4)

g es conocido en Ty. Aunque
algebraicamente equivalentes, de manera rigurosa,
estas formulaciones tienen dos diferencias
importantes:  sus  condiciones  naturales
respectivas y sus propiedades variacionales.
Notese que la primera diferencia ha aparecido de
forma explicita, y se puede apreciar para cada
formulacion en la forma generalizada (4) de las
condiciones de contorno naturales. La segunda
diferencia se vuelve evidente cuando se estudia la
existencia y unicidad de las soluciones, que es lo
que se realizara a continuacion.

2.1. Existencia y Unicidad de las Soluciones

El andlisis de existencia y unicidad de la
solucidn de la forma general de las formulaciones
débiles (3) y sus condiciones de contorno (4) se
realiza a través de la aplicacién y verificacion del
cumplimiento de los teoremas de Lax-Milgram y
Traza, asi como, de la inecuacion de Poincaré-
Friedrich [36]. Para esto, se asume que

s+-V-a=0 (5)

se cumple en casi todo punto (excepto un
conjunto de medida nula). Entonces, tomando en
cuenta la inecuacion (5), aplicando el teorema de
Trazay operando, se llega a:

a?(v,v) = Nllvlli,l(m vv € HY(Q)
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donde

£ 11— 24|

N = — A2
1+4 "1 2

lla-n|l=@q)

Por definicion, la condicién para la
coercitividad es N > 0; entonces, introduciendo la
constante A = A2(1 + A)/2, se requiere entonces
que:

e > U1 - 2pllla- n||ona (6)

La inecuacion (6) implica que ||a - n|| = sq)
no deberia ser demasiado alto con respecto a la
difusion, €. Si se satisface la condicion N > 0, el
problema (2) tiene solucion Unica.

En resumen, las suposiciones realizadas para
demostrar la unicidad de la solucion, son:

1. Los datos del problema son tales que
s € L*(Q), a € L (Q).

2. Los términos de reaccion y de adveccion
- 1 .
satisfacen que s+5Va20 casi en todo

punto (excepto en un conjunto con medida
de Lebesgue nula).

3. Finalmente, se requiere que

= Formulacion débil 0: Ty, es de salida o la
adveccion no es muy alta en el sentido de
la inecuacion (6).

= Formulacion débil 1/2: La adveccion no es
muy alta en el sentido de la inecuacion (6).

= Formulacion débil 1: Ty es de entrada o la
adveccion no es muy alta en el sentido de
la inecuacion (6).

Se puede ver facilmente que la gran ventaja
que la formulacién débil 1/2 tiene sobre las otras
dos, es que, aparte de las condiciones (5) y (6), no
se requiere condiciones sobre la direccion de a en
Iy.

3. Formulacién de Elementos Finitos

Para la formulacién en elementos finitos de la
ecuacion de adveccion-difusion-reaccion (1), y a

lo largo del presente articulo, se utilizara la
formulaciéon débil 0O; esto, debido a que dicha
formulacién cuenta con una mayor popularidad
dentro de los desarrollos de elementos finitos
dado que existe una amplia gama de problemas en
los que Ty es de salida, y a que su implementacién
es sencilla en relacién a la formulacion débil 1/2.
Ademas, la formulacion débil 0 es menos estable
que la 1/2 en problemas advectivos dominantes,
razon por la que dicha formulacion es adecuada
para el desarrollo, analisis y prueba de las técnicas
de estabilizacion que se presentan a lo largo del
presente trabajo.

Entonces, para g =0, la ecuacién (2) se
reescribe

€ [y VU VupdV + [ o v(a-Vuy,) dv
+ g svup dV + [ v (V- @updv  (7)

Ahora, se introduce la formulacién (7) para el
elemento triangular lineal, cuyas funciones de
forma estan dadas por:

x+c©

__1 (e (e)
v = 24(@) (ai + bi

) ®)

para i=1:3. En la ecuacion (8) los
coeficientes a;, b; y ¢; son

ai(e) — xj(e) IEE) _ x}({e)yj(e);
b =y -y ©
Ci(e) — x}((e)_xj(e)

Y el area del elemento se calcula de:

3
i=1

A =

N =

(10)

De acuerdo con esto, para el elemento
triangular lineal, de la formulacién (7), se llega a

[e f (BI"[BldV + f [v]7{a}T[B]aV
a© a®©
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-HJ.[MMV+J.{VVMHMMVFM
a®© o

=f| [vl"av
o
(11)

donde, [v] es un arreglo horizontal de
funciones de forma y {u} es un arreglo vertical de
incognitas nodales del elemento (“datos™). Asi, de
la ecuacion (11) se obtienen las siguientes
matrices y vectores, que caracterizan, en general,
todo problema ADR.

Matriz de Difusion

k@], =¢ [ (817 B1av
Q e

(12)
Matriz de Adveccion (Conveccion)
(e) — T T
[k©], fﬂ T @ Blav
+[ @y @y
ae
(13)
Matriz de Reaccién
@] =
[k@], SL(E)[M]dV
(14)
Matriz de Fuerza
@) = T
r@y=r ]ﬂ e
(15)

Operando sobre las expresiones (12), (13),
(14), y (15); se obtienen las expresiones
matriciales presentadas a continuacién.

bbE +c0c® bOb + e b + el
BB + O HOB + (0| (16)
sim BOBE 4 OO

@], ==
k9l = 5

axbie) + aycie) axbz(e) + aycz(e) axbge) +ayc;

(e)
[k(e)]; = %[axbl(e) + aycl(e) ab$? + aycge) axbge) + aycge)] (17)
(e)

axbl(e) + aycl(e) axbge) + aycge) axbge) +ayc;y

La expresion (17) representa el primer término
del lado derecho de la ecuacién (13). La segunda
matriz en la que se subdivide la matriz de
adveccion se anula debido a que se estd
considerando flujo incomprensible, es decir, el
campo de velocidades, a, es solenoidal; de donde
la matriz total de adveccion queda dada por la
matriz (17). Ademas, se tiene

o[l 12 172
[k<e>]R=5A6 [1/2 1 1/2] (18)
1/2 1/2 1

y el vector de términos independientes

(1
{r@}= f%{l} (19)
1

Entonces, para cada elemento, se debera
resolver un sistema lineal de la forma

[IK©], + (K], + [€©] ] ) = (70} (20)

donde que cada matriz elemental y el vector de
términos independientes, estdn dadas por las
ecuaciones  (16), (17), (18) 'y (19),
respectivamente.

4, Técnicas de Estabilizacion

Consistentes

Para estabilizar el término advectivo de una
manera consistente (estabilizacion consistente),
asegurando que la solucion de la ecuacidn
diferencial es también una solucién de la forma
débil, Hughes y sus colaboradores propusieron
varias técnicas. El grupo de Hughes sugirié
adherir un término en los elementos interiores de
la forma débil de Galerkin. Este término es una
funcion del residuo de la ecuacion diferencial que
sirve para asegurar consistencia. Estos métodos
son disefiados especialmente para la ecuacion
estacionaria de adveccién-difusion-reaccion (1).
El residuo de la ecuacion diferencial (1) es

r(w) =f—(eAu+ V- (an) +su) = f — L(u) (21)

Notese que cuando se restringe al espacio de
dimensiones finitas estandar de elementos finitos
(y u es reemplazado por u, ), r(u,) se calcula
para cada elemento interior solamente. La forma
general de esta técnica de estabilizacion
consistente es
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e(Vuy,, Vv) + (a - Vuy,v) + f P)T® r(uy)dV
a@

Término de
Estabilizacién

=(g°v)r), + ([, Vg (22)

donde P(v) es cierto operador aplicado a la
funcion de peso, 7 es el parametro de
estabilizacion  (también llamada  tiempo
intrinseco), y r(u) es el residuo de la ecuacion
diferencial definido en la ecuaciéon (21). En
general, las técnicas de estabilizacion se
caracterizan por la definicion de P (v).

4.1. La Técnica SUPG

Esta técnica de estabilizacion se define al
tomar [37]

Pw) =eAv -V - (av) (23)

Asi, ya que el espacio de las funciones de peso
no coincide con el espacio de las funciones de
interpolacion (funciones de prueba), ésta es, una
formulacién de Petrov-Galerkin.

4.1.1. Implementacion del Método de SUPG
con Triangulos Lineales de Clase C°.
Sustituyendo la ecuacidn (23) en la ecuacién (22),
operando; y asumiendo que 7(®) es constante,
considerando el campo advectivo, a, como
solenoidal (V-a = 0), es decir, se considera el
flujo como incompresible en el dominio £,
tomando el término reactivo, s, como constante en
dicho dominio, se llega a

(@15 + @l + kg + (kg + [kEre] ] 04

— (£ (e)
= FOY+ {fsuro
donde
o) (axby + ayc)(awhy +aye;)  (awby +aye)(ab, +a,c)  (ach; +ayc)(ab; +aycs)
Kol = 1y (@b, +ayc) (@b, +y6)  (axh, + ay6)(axhs + aycy)
sim (axbs + ay¢5)(axh; + a,c;)
axb; +a,c;  axhy +ayc; axhy +ayc
(&) (@5 26
[kSUPG]CR == axb, +a,c; axb, +ayc; acb, +ayc; ( )
axbs +ay,c; axhbz +ayc; acbs +ayc

© ayb, + aycq

Tef

{ S(SI)JG} = 2 axbz + ayCZ (27)
axb; + a,c;

El sistema de ecuaciones (24) se debera
resolver para cada elemento.

42. La Técnica de Galerkin/Minimos
Cuadrados

La técnica GLS se define por la imposicion de
que el término de estabilizacién en la ecuacion
(22) es una formulacién de minimos cuadrados
ponderados elemento a elemento de la ecuacion
diferencial original. Esto corresponde a la
eleccion del siguiente operador aplicado al
espacio de funciones de peso [37].

PWw) =—-L(w) =eAv -V (av) —sv| (28)

Desde un punto de vista préctico no existe una
diferencia marcada entre los métodos SUPG y
GLS. En efecto, ambos métodos son idénticos
para adveccion-difusion (no reaccion) y con
elementos lineales (las derivadas de segundo
orden son cero en los elementos interiores).
Ademas, la influencia cualitativa de cada término
en la definicién de P, ecuacién (28), puede ser
interpretada como sigue:

Plw)=-L) = {.‘_4_13 -V (av) — su
0 SUPG Galerkin

El término es cero para elementos lineales, el
segundo término corresponde a la estabilizacion
SUPG, v el tercer término es una ponderacion de
Galerkin. Asi, para elementos lineales y reaccion
constante positiva, la técnica GLS es la SUPG con
el término de Galerkin ponderado 1 + 7(®)s veces
mas. Esto implica que las inestabilidades
introducidas por el método de Galerkin estan un
poco mas amplificadas en el GLS que es el SUPG.

A continuacion, se da el sistema matricial para
la técnica GLS con elementos triangulares lineales

(1K, + ), + [k, + (14 7O+ [k, ()]

= (1+195){FO}+ {£Ghe

(29)
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en donde, la matriz advectiva-reactiva de
estabilizacién GLS esta dada por:

[k((;eL)s R [kéfl)PG R + [ks(‘f])PG]ZR =2 [kéfl)m]zzn

El sistema de ecuaciones (29) se debera
resolver para cada elemento.

5. Composicion de Multiescalas

Un método mas general (que puede ser
utilizado en muchos casos) en el método
variacional de multiescalas [38]. Este se basa en
una descomposicion de la u € V desconocida en
una parte soluble u; € V}, y una parte en la escala
de una submalla % € V, la cual no puede ser
capturada por la malla de elementos finitos. Esto
corresponde a la descomposicion del espacio V en

V=V, @V

Aplicando dicha descomposicion a la forma
débil 0, se obtiene:

a®(uy + v+ 9) = (g% v+ D)y +(fLv+D)g|VVEV,

(30)

Utilizando las propiedades de las formas
integrales, se puede descomponer la ecuacion (30)
en las ecuaciones siguientes:

a®(up,v) + a®(@,v) =Ty + {f,v)q YvEV, (31)

y
a®(up, 7) + a®(@, 7) = Ty + {f, 9)g VI €T (32)

La ecuacién (31) es la ecuacidén para la escala
resoluble u; y tiene dos términos a su la dos
izquierdo: el primero es la contribucién del
método de Galerkin y el segundo tiene en cuenta
la influencia de la subescala en u,. La ecuacion
(32) es una ecuacion para la contribucién de la
subescala.

La ecuacion (31) se puede reescribir de la
siguiente forma:

a®(uy,v) + (LF(v), @) = £(v)|Vv €V, (33)

donde que L* es la adjunta del operador L (con
condiciones de contorno de Dirichlet) dado por:

L'(v) =—eVv—a- Vv +su
y
2(v) ={(g° v)r, — e(Vv,@)r — (av, Wr, +{f, )
El operador adjunto L* se calcula mediante la
integracién por partes a partir de la siguiente

relacion con L (prescindiendo de las integrales de
contorno):

fuL*(w)def wL(u)dVv
Q

Q

Por otro lado, de la ecuacién (32) se llega a

L@, 7) = (f, U)o — (L(up), V)| (34)

Entonces, la ecuacion (32) es equivalente a
encontrar @ € V tal que

L(@) = f—L(u,) +7* en Q)

_ - 2
Residuo de la (35)
Ecuaciéon

Original en Q;l

Bajo las condiciones de Dirichlet.

i =uUg, en T} (36)

donde wug,, es una funcién definida en el
contorno de Dirichlet de Q}, T y * es cualquier
funcion en 7+ (el complemento ortogonal de ¥ en
el sentido de L?(Q}), esto es:L2(Q}) >V =
Ve V). La funcion ug, debe ser tal que los
flujos normales de u sean contintio a través de los
contornos de los elementos. En su momento, la
funcion &1 es la responsable de garantizar que
i € V. En el modelado es necesario un paso para
resolver el sistema que lleve a una seleccion de
Uge, DL Yy una solucién aproximada de la
ecuacion (35). De aqui que, la solucion
aproximada se puede escribir como:

ii|ge = L7 f — L(up) + 7| g0
Residuo de la
Ecuaciéon en
ale
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= 7@ f — L(up) + 7] @37

Residuo de la
Ecuacién en
ale

Esta ecuacion enfatiza que t7(®es una
aproximaciéon del operador diferencial inverso
(formal) en cada elemento (e), un hecho que sera
utilizado para construir una expresion para (€
(ver secci6n 7). Asi, operando se obtiene la
aproximacion final, dada por:

=P (f — L(wn)) (38)

Expresion general de las Subescalas

donde B, = I — P es la proyeccion L? sobre el
espacio ¥ de subescalas (I es la identidad en V).
Una eleccion tipica del espacio de subescalas esta
dada por P.=1 la que se conoce cCOmMO
formulacién Algebraica de Subescalas (ASGS),
siglas de Algebraic Subgrid-Scale. Esta técnica
fue desarrollada por T.J.R. Hughes; consiste
simplemente en tomar ¥4 = 0 para obtener

il ge =T — L(uy))

ASGS

En referencia a la eleccidn, si se define
P.=1- P, :=P4, donde P, es la proyeccion
L?(Q},) sobre el espacio de elementos finitos
relacionada con t. La formulacién resultante fue
desarrollada por R. Codina y es conocida como
Estabilizacién de Subescalas Ortogonales (OSS),
siglas de Orthogonal Subscales Stabilization; esto
debido a que esta eleccion corresponde a tomar
como el complemento ortogonal de V;,.

Ademas, en el OSS se asume que P (f) =0,
lo que significa que el vector de fuerzas pertenece
al espacio de elementos finitos V, o0 es
aproximado por un elemento de éste espacio, esto
conduce a

g = Prlh(L(uh))

(AN

Notese que la técnica OSS proporciona, con
respecto al método de Galerkin estandar, un
control de minimos cuadrados sobre la

componente L(u;) que es ortogonal al espacio de
elementos finitos correspondiente.

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (38) en la
ecuacion (33) y operando, el problema discreto
final (estabilizado con subescalas) es encontrar
u, €V, tal que

al(u,,v) =£.(v)| Yvev, (39)

Estabilizaciéon
con Subescalas

5.1. Implementacidn de la Técnica ASGS

Para la técnica de Subescalas Algebraicas
(ASGS) las formas estabilizadas son

a;(up, v) = a®(up, v) = (L' W), TL(up)) (40)
y
£:(v) = {f,v) = (zf, L'(v)) (41)

Con la finalidad de obtener una
correspondencia entre la estabilizacion por
subescalas y la forma general de las técnicas de
estabilizacién consistentes dada por la ecuacion
(22), ndtese que en subescalas se cumple que
P(v) = L*(v). Ademas, la influencia cualitativa
de cada término en la definicion de P puede ser
interpretada como sigue:

Pw)=L"w) =—eAv—-V-(av) + sV
0 SUPG Galerkin

Luego, la diferencia entre el método de
Subescalas Algebraicas y el Galerkin/Minimos
Cuadrados radica en que, en términos groseros y
para elementos lineales C°, el aporte Galerkin en
la definicion P tiene signo contrario (en el ASGS
es positivo y en el GLS es negativo), ya que en el
GLS se escoge P(v) = —L(v) y en el ASGS se
elige P(v) = L*(v). En consecuencia, al igual que
en el GLS con elementos lineales, en el ASGS,
con el mismo tipo de elementos, se agrega a la
forma débil estdndar de Galerkin cuatro matrices
y dos vectores de estabilizacién, cuatro de los
cuales corresponden a la estabilizacion SUPG, y
los otros dos corresponden a la estabilizacion
GLS, propiamente.

Finalmente, sabiendo que t(®) es constante,
considerando el campo advectivo, a, como
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solenoidal (V- a = 0), es decir, se considera el
flujo como incompresible en el dominio €, y
tomando el término reactivo, s, como constante en
dicho dominio, se llega a

[[k©1,, + [£©], + ko], + (1 = @) k@] + [k5556] . ()]

= (1= 19s){F O} + {fi5nc)

(42)

donde las matrices [k@] , [k®©)] , [k, o
[k©] estan dadas por las ecuaciones (16), (17),

(25), (18), la matriz [kfl?GS]CR, se define como:

© 1 —[r® © 1" Zo[k@ 1™
kAscs]CR - [kSUPG]CR - [kSUPG]CR =2 [kSUPG]CR
La matriz [kéf,)PG cg ©sta dada por la ecuacion

(26); y los vectores {f(©}, { 5(52,6} se dan en las
ecuaciones (19), (27), respectivamente.

5.2. Implementacidn de la Técnica OSS

Dada la forma general del método de Galerkin
estabilizado con Subescalas (39), las formas
estabilizadas correspondientes a la técnica de
Subescalas Ortogonales, estan dadas por

ag(un,v) = a®(up, v) = (L (W), Pep (L(un))): (43)
y
2. (v) =(f, v)n;l (44)
recuérdese también que
P =1— Py, (45)
donde, P,, es la proyeccion L?(Qj,) sobre el
espacio de elementos finitos, 1}, relacionada con
el tiempo intrinseco, t.
Para el céalculo de la proyeccion L2(Q}) sobre
el espacio de elementos finitos, V},, relacionada
con t, P, se debe resolver el siguiente problema:

encontrar I1,, tal que

() —Mpw), =0 VweV, (46)

donde (-) es cualquier elemento de L?(Q},) (por
ejemplo L(ug)), y My = P ((-)). La ecuacion
(46) impone la ortogonalidad del “espacio resta”
() — 1, al espacio de elementos finitos en la
normal L? que es la que minimiza la distancia
entre cualquier () € L2(Q},) y el espacio V,.

De acuerdo con lo descrito en los parrafos
anteriores, se puede calcular la proyeccion del
lado izquierdo de la expresion (46), en el que se
toma a IT;, como una variable nodal adicional.

Finalmente, tomando en cuenta las mismas
consideraciones hechas para la técnica ASGS, se
obtiene

[lk]p + [klc + [kl + [ksypclc — [ksupc]CrI{UY + [koss]r
—[koss]E{TI"} = {f} (47)

(0]

[lk]p + [kl¢ + [KIRHU} + [lksupclc — [ksupcle M1z [koss]c (U}
—[lksupcltr — [kosslrIMIz* = [koss]cUY = {£} (48)

En donde, la matriz [kgsslc €S la matriz
advectiva del aporte de la técnica OSS del
ensamblaje del sistema, dada a nivel elemental por
la ecuacion (49); vy [kosslg €s la matriz reactiva
del aporte de la técnica OSS del ensamblaje del
sistema, dada por s[M],, donde que [M], esta
dada a nivel elemental por la ecuacion (50).

ab® +ayc®  ab? +a,cl?  abl® +aycl
[K055]5=?[axbl(e)+aycie) axbge)-%—aycge) axb§8)+aycge)l ,(49)

laxbl(e) + aycie) axbge) + aycge) axbg‘e) + aycge)J

on© 1 1/2 1/2
[M@]T:Tuz 1 1/2| (50)
1/2 1/2 1

Ademas, la proyeccion II' del término
advectivo se puede expresar en funcién de {U}
como:

{n'y = [M];l{[koss]c{U}} (51)

En general, se puede considerar a la
formulacién de subescalas ortogonales (OSS) en
elementos lineales C°, como una formulacion
SUPG en elementos lineales C°, en la que los
coeficientes del arreglo {U} de inc6gnitas nodales
en los términos segundo y tercero del lado
izquierdo de la ecuacién (48) se podrian pensar
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como perturbaciones de las matrices de adveccion
y de adveccion-reaccién del método SUPG:
[Ksurclc Y [Ksupclcr, respectivamente.

5.2.1. Aspectos de la Implementacion de la
Técnica de Subescalas Ortogonales. La variable
adicional en la formulacidn Iy, es continua entre
elementos y, por lo tanto, no se puede considerar a
nivel elemental. De a cuerdo con esto, si se
decidiera realizar una soluciéon monolitica del
sistema, esto, implicaria un costo computacional
muy grande. El desarrollo que reduce al sistema
(47) sugiere un procedimiento de solucion
iterativo en el que {U}® se calcula en una primera
fase utilizando el valor de la iteracion anterior
{n"}¢=Y, En la segunda fase, la proyeccion del
término advectivo {IT'}® se resuelve de manera
explicita, a partir de la ecuacion (51), en funcién
de {U}® calculado en la fase anterior. EI
algoritmo iterativo utilizado en la técnica de
estabilizacion OSS para la ecuacion adveccién-
difusion-reacciéon con elementos triangulares
lineales de clase C° se presenta a continuacion:

Resolver a nivel global {U}®:

[lk]p + [klc + [klg + [ksupclc — [ksupcltrl U3
= {f} — [lkoss]r — [kossIE1{N'}¢~V)

Calcular:

{n© = [M]7Y[koss1c (U3}

Efectuar la nueva iteracion: i «— i + 1.

(52)

El algoritmo (52) est4 basado en una versién
sobre el mismo dada en [33].

5.2.2. Interpretacion de la Técnica de
Subescalas Ortogonales como un Alisador del
Residuo. Desde que f — L(uy,) es el residuo de la
ecuacion diferencial original evaluada en u, € V,
r = f — L(uy), entonces se puede reescribir la
expresion de subescalas ortogonales como sigue:

it =P () (53)

Por otro lado, de acuerdo con la definicion
(45), la ecuacion (53) queda como:

i =1r—Py()

donde P, es la proyeccion L? en el espacio de
elementos finitos, V}, relacionada con z. Notese
que el residuo es discontinuo entre elementos ya
que su cdalculo implica evaluar las dos primeras
derivadas de u, a las que no se les exige
continuidad interelemental como w;, misma.
Entonces en la técnica de subescalas ortogonales,
las subescalas i € V- son funciones de la
diferencia entre el residuo discontinuo entre
elementos y su correspondiente variable continua,
P, (1), (alisada) en Q;,.

De acuerdo a lo descrito en el parrafo anterior,
a P, (r) se le pide la misma continuidad en Qj
que a uy. La continuidad de u en el interior de
cada elemento se garantiza mediante la
interpolacion:

up = [v]{u}

Donde [v] es el arreglo de funciones de forma
(polinomiales) que para el caso de los elementos
triangulares lineales esta representado por una
matriz de 1 x 3, y {u} es el arreglo de variables
nodales elementales que tienen el mismo valor a
nivel global.

Al exigir a P, (r) la misma continuidad global
que a u, €V}, entonces esta proyeccion puede
considerarse como una variable nodal II, =
P, (r) cuya continuidad en el interior de cada
elemento se asegura utilizando la misma
interpolacion que para uy, es decir,

I, = [v]:{II} (54)

en donde [v]s es el arreglo de funciones de
forma de ensamblaje global.

Ademas, si se asume que la variable continua
del residuo, I, € V,,, debe representar, en un
sentido de minimos cuadrados, el residuo actual
de elementos finitos, esto implica asumir que II;,
es una proyeccion L? y viceversa, hecho que es
cumplido por la técnica de subescalas. El
problema de minimos cuadrados est& dado por:

min f M, =M, —r)av
Qp
(55)
La minimizacion de la “distancia” II;, — r, se

debe hacer con respecto a los valores nodales {IT}
ya que r es “constante” en la solucién actual de
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elementos finitos. Entonces, operando en la
ecuacion (55), se llega a

[M]A11} = {f}, (56)

donde [M], es la matriz de masas global cuya
expresién elemental esta dada por la ecuacién (50)
y {f}, es un vector global de residuos que tiene
una expresién elemental similar a la ecuacion (19)
del vector fuente.

Por otro lado, tomar a I1,, como la proyeccién
L? del residuo implica resolver el siguiente
problema: encontrar I1,,, tal que

(r =y v)e =0 (57)

Esto indica que la distancia r —1II, es
ortogonal L? al espacio de elementos finitos V.
De la ecuacién (57) se obtiene también (56), por
lo que, de acuerdo con esto, queda demostrada la
equivalencia entre la minimizacién cuadrética del
residuo y la proyeccion L? de este.

Este tipo de procedimientos (ecuacion (56))
conducen a métodos iterativos para el célculo de
{1} en funcion de f(uy) y el célculo de {U} en
funcién de {I1}, dichos procedimientos iterativos
son similares al propuesto al final de la subseccion
5.2.1. En [34] se propone un procedimiento
similar al descrito en esta subseccion para el
alisado a posteriori del anlisis de elementos
finitos de las tensiones o flujos discontinuos entre
elementos.

6. Analisis del Error y Estabilidad

En esta seccidn se realizara un breve resumen
de las hipotesis basicas utilizadas para el andlisis
del error y estabilidad en mallas anis6tropas de
elementos triangulares C°. Esto, con la finalidad
de comprender algunos fenémenos que se dan al
utilizar las técnicas de estabilizacion aqui tratadas
en problemas con varios grados de anisotropia.
Ademas, se realizard& un analisis de las
condiciones de estabilidad para la solucion
obtenida mediante la técnica de subescalas
algebraicas (ASGS) [38].

6.1. Hipotesis para la Estimacion del Error

Para la estimacion del error y la estabilizacion
de los resultados obtenidos al aplicar las técnicas
de estabilizacion consistentes desarrolladas en el

presente articulo, se asumirdn las siguientes
hip6tesis [39]:

Hipdtesis 6.1 (Hipdtesis de Regularidad (S1)).
Se considera una familia regular de
triangulaciones €y, sobre el dominio Q en
estudio, dicha familia se dice regular en el
siguiente sentid:

1. Existe una constante o, tal que, si p® =
llx|l, vx € Q) x =y —2z; y y, z son dos
puntos sobre la bola mas grande contenida

en Q@)
1G]
v(e) e, -® <o
2. Lacantidad
h = max h(®

(e)eqy,
se aproxima a cero.

Hipotesis 6.2 (S2). Todos los elementos finitos,
(e) € Q;, son afines equivalentes a un dnico
elemento finito de referencia, (é).

Hipétesis 6.3 (S3). Todos los elementos finitos,
(e) € Qy, son de clase C°.

Hipotesis 6.4 (Hipotesis Inversa (S4)). Se dice
que una familia de triangulaciones satisface una
hipotesis inversa, si existe una constante v, tal
que

h ’
st V(e) € Qy

6.2. Estimacién del Error Local de
Interpolacion

Considérese el elemento anisétropo de la
Figura 1.

Figura 1. Elemento triangular anisétropa de
base h, y altura h,.
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A continuacién, se asumiradn dos condiciones
basicas [40] sobre dicho elemento, y su relacion
con el dominio, Q, al que pertenece.

6.2.1. Condicion del Maximo Angulo (2D).
Dada la constante A®) < m (independiente de h y
del tipo de elemento utilizado en la
discretizacion), tal que el maximo angulo interior
A® de cualquier elemento (e) esta restringido por
A®: Al = oG

6.2.2. Condiciones del Sistema de Coordenadas.
El angulo x® entre el lado mas largo del
elemento (e) y del eje x; (eje de las abscisas) esta
restringido por:

h
|sen (x©@)| < A2
hy

Un crecimiento incontrolable del error de
interpolacion en elementos degenerados no
brinda informacion sobre el error de
aproximacion del método de elementos finitos
correspondiente. En la literatura, se pueden
encontrar ejemplos en los que se considera
triangulos con éangulos grandes y en los que el
error de interpolacion en la norma W2 (norma
H?) crece hasta el infinito [22].

La condicién del sistema de coordenadas se
traduce en un alineamiento conveniente de la
malla. Del parrafo anterior se concluye que una
condicibn que es necesaria para una
interpolacion adecuada puede no ser necesaria
para una buena aproximacion de elementos
finitos. Por lo tanto, la condicion del sistema de
coordenadas debe ser tratada cuidadosamente.

6.3. Analisis del Error en la Técnica ASGS

Un ingrediente clave para el analisis del error
en malla anisotropa del problema estabilizado es
la inecuacion inversa anisotropa que puede ser
reescrita de la siguiente manera.

2 A 2
lAupll 2 gy < 75 IVunllz @y Yun € Vi (58)

Notese que en el caso en que se utilicen
elementos lineales de clase C°, se puede asumir
gue A = 0 en la inecuacion inversa.

Por otro lado, mediante la aplicacion de la
norma energética de la ecuacion estabilizada
mediante la técnica ASGS, y la utilizacién de la
ecuacion inversa anisétropa, se obtienen la

siguiente restriccién de estabilidad y cota para
a2 (e, v) (ver ecuacion (60)):

(1- 4@ =2 4 1 (59)

donde A, = 0, y b > 0. Noétese que, debido a
la naturaleza de los elementos de inecuacion (59),
para que ésta se mantenga, se debe cumplir que
0<A, <1

Por dltimo, a continuacion, se presenta una
cota para ag(e)(e, v) en términos de una funcién
de la interpolacion de error E (e), definida por

E(e) = 81/2||Ve||,_z(ﬂ(e>) + 2||1(E)]/2a . Ve||Lz(n(E)) + 2||§1/2€”L2(n<=‘?)

261t oy + 1O = )2 o S V|

12(0©) 2(0®) 2(0@)

(60)

Lema 6.5. Sup6ngase que el parametro de
estabilizacion satisface la condicién (59).
Entonces

[l e @ <E(e)

(e ) <E@I v e vvew,

donde, la funcion E(e), estd dada por la
ecuacion (60).

Teorema 6.6. Asumiendo que el parametro de
estabilizacion satisface la condicién (59).
Entonces

N u—up e < E(u—3®u)

donde E es la funcién definida por la ecuacion
(60), y I(® es el operador de interpolacion lineal
generalizada para varias dimensiones.

6.3.1. Condicién de Estabilidad de la Técnica
de Subescalas Algebraicas. La Unica condicion
necesaria para probar la convergencia de la
técnica ASGS en el caso anisotropo, es la
inecuacion (59), que en el caso de elementos
lineales de clase C° y s6lo en el caso de problemas
advectivo dominantes; dicha condicion se
satisface con cualquier definicion del parametro
de estabilizacion.
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7. Solucion Aproximada de la Ecuacién
de Subescalas

En esta seccion se presenta una solucion
aproximada de la ecuacion (35). Esta ecuacion
para las subescalas puede pensarse como una

ecuacion del error. Ademas, se considera ¥+ =
(ASGS) ya que esto no afecta la discusion.

La solucién aproximada se basa en dos
propiedades [38] que dan cuenta de como las
subescalas dependen del tamafio caracteristico
del elementos, lo que se determinara mediante la
transformacién de la ecuacion en escala fina al
dominio de referencia; y de como las escalas de
submalla depende de los coeficientes de la
ecuacion, propiedad explicada por medio de un
argumento heuristico.

7.1. Transformacion al Dominio de
Referencia

En lugar de resolver directamente para cada
elemento, (e), el problema planteado por las
ecuaciones (35) y (36); se transformara este al
dominio de referencia. La transformacion
isoparamétrica se define por una transformacién
x = F(&), que relaciona el elemento, (e), (con
coordenadas x) al elemento de referencia, (é),
(con coordenadas &) cuyo Jacobiano, J, verifica
que

— 9%k -7 _ 9%
Jiu = 25, Jik = o (61)

Por lo tanto, operando, se puede escribir el
problema de escalas finas como

~ Jkj da;

— 9 (er 22 LTy L ) B Ly Q©
6$k(£’”3§,)+u(aj5§k+]"fa€k)+aka§k+su_r en ()

(62)
donde
€ = Jxi€ijhij (63)
y
ay = Jxjq; (64)

7.2. Un Analisis de Fourier del Problema
de Subescalas

Como en [25], considérese la transformada de
Fourier de una funcion v definida en el elemento
de referencia (é):

B(p) = f e PEu(E)dV
8l (65)

donde i =+/—1y p es el vector de ndmero de
onda. Las subescalas i son la parte de la solucion
analitica (continua) que no se puede aproximar
por la discretizacién de elementos finitos. Esto
significa que su representacion de Fourier sera
dominada por los componentes con nimero de
onda altos. Entonces, aplicando algunas
propiedades de la transformada de Fourier y
operando, se puede reescribir la ecuacion (62)
como sigue

p-e-pitip-ati+si=r

Donde que, se puede reescribir la dltima
ecuacion de la siguiente forma

T ()=t (66)

Notese que
TP =@ ¢ ptipa” +s)  (67)

y, despejando # de la ecuacion (66), se tiene

I3
Il

T ()7 (68)

Finalmente, aplicando el teorema de Plancherel
en la ecuacion (68) y el teorema del valor medio
para la integracion, se llega a una expresién para
el pardmetro de estabilizacién dada por

@ = [(po LT pO + 5)2 + (po . ar)Z]—l/z

(69)

donde, p° es el Gnico (dado) vector niimero de
onda en donde se cumple el teorema del valor
medio.

7.3. Extension a Varias Dimensiones: Una
Aproximacion Anisotropa

Ahora, se considerara la forma dimensional del
parametro de estabilizacion. Recordando, t tiene
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dimensiones de tiempo [T], dado que las
dimensiones de la difusividad, ¢, son [L?/T] y las
de vector nimero de onda, p° son [1/L]; al
multiplicar a T por p° - " - p°, se obtiene la forma
adimensional del parametro de estabilizacidn, a la
que se ha nominado S. De aqui que

b0 = [(1+55) + ()| o

pO-e"-p0

La ecuacion (70), casi de forma inmediata,
sugiere las definiciones generales de los nimeros
de Péclet y reaccion.

_ %’ __s
Pepo = Joarp0 , RCpo = o g0 (71)

Entonces, la direccion de la inestabilidad
maxima, obtenida del maximo entre Pe,o 'y Rcyo,
se daré por el minimo valor de g (la direccion de
p° que hace que p°-e"-p° sea minima). De
forma equivalente, se puede definir la direccion de
la maxima inestabilidad, p?, como:

p? = arg [maxjyo-a ()] (72)

Entonces, el parametro de estabilizacion, esta
dado por =(p?); por lo que de la expresion general
del parametro de estabilizacion (69), se obtiene:

T =@ = (0P e pf + 5 + @ -y | (73)

7.3.1. Célculo Computacional de la Direcciones
de (p¥). La definicion (72) implica la
maximizacion de la funcion

s 2 pO.ar 2
(1+p0.gr.p0) + pO.gr.pO

Pero la funcion raiz cuadrada es monotona,
luego, se puede resolver un problema equivalente
maximizando H?(p°®). Notese, que debido a que
p® es un autovector normalizado, es decir,
lp°]l = 1; se concluye que el méaximo de la
funcion H(p®) siempre ocurre en algin lugar
entre la direccion de la minima difusion y la
direccion de a”. De acuerdo con esto, en la
practica se podria encontrar dicho méaximo tan

1
2

1
0 = —=
H(p®) 3

solo con evaluar H(p®) en un nimero dado de
puntos entre esas dos direcciones.

8. Comentarios y Conclusiones

En esta seccion se realizan algunos
comentarios y conclusiones importantes sobre los
desarrollos, analisis, e interpretaciones realizados
para el problema de adveccion-difusién-reaccion,
al estabilizarlo por las diferentes técnicas
consistentes aplicadas al método de elementos
finitos.

1. La orientacion de la malla altera la solucion,
y en algunos casos en forma significativa.
Esto se produce con mayor frecuencia en
mallas groseras. La explicacion de este
fendmeno estd vinculada con la estrecha
relacion que guardan los coeficientes (e, a 'y
s) de la ecuacion de adveccién-difusion-
reaccion y las condiciones de Méximo
Angulo 6.2.1 y del Sistema de Coordenadas
6.2.2, que cada elemento debe satisfacer aun
en mallas anisotropas (ver comentario 3).

2. Cuando se realiza la solucién del caso
advectivo dominante de la ecuacion ADR (1)
mediante las técnicas SUPG, GLS y ASGS;
dicha solucién, en general, es muy similar
tanto en mallas is6tropas como anisétropa.
Esta similitud de las soluciones se debe a que
si el problema es advectivo dominante y la
discretizacion se realiza con elementos
lineales, el operador P(v) de las técnicas
GLS y ASGS es igual al de la técnica SUPG
(ver ecuacion (23)). Esto da, para los tres
casos, el siguiente sistema matricial:

[k, + [K©], + [kSGec] ] ()

={f}+ {fs(ziz’c

En el caso de la técnica OSS, si el
problema es advectivo dominante y la
discretizacion se realiza con elementos
lineales, el operador P(v) es también igual
al de la técnica SUPG, por lo que la solucién
mediante este método es similar a la solucion
SUPG (y por lo tanto a las soluciones GLS y
ASGS), sin embargo, no es igual. De hecho
es una solucidn alisada de la SUPG. Esto se
puede apreciar en el sistema matricial de la
técnica OSS obtenido para el caso advectivo
dominante y dado por
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[[klp + [kl + [ksypelcHUB®
= {lkossIE M1 [kossl e + {UFED

Notese que el término
[koss]E[M17 [koss]c(UY™D, al  lado
derecho de la Ultima ecuacién, corresponde
al alisado del residuo, r=f—L(up),
consecuencia de la discretizacion de
elementos finitos de este tipo de problemas;
dicho término se podria considerar como un
pseudo vector fuente SUPG, que, en este
caso, alisa la solucién en cada iteracion. Por
esto la solucién OSS es similar (en los
problemas advectivos dominantes) a la
solucion obtenida por las demas técnicas de
estabilizacion, pero mas lisa. Dicho alisado
se puede notar con mayor claridad en
problemas advectivos dominantes en donde
el término fuente es nulo (f = 0). Para este
caso, la ecuacion matricial de las técnicas
SUPG, GLS y ASGS queda:

(k@] + [£©], + [kspq] fu©} = {0}

En cambio, la ecuacion matricial del OSS
se reescribe asi:

[klp + [K]¢ + [ksype]c{UI®

= [kossIP M7 HkosscfUFED

En donde el término del lado derecho
actia como un vector de término fuente que
alisa la solucion.

En algunos problemas con adveccion
dominante, la anisotropia de la malla casi no
afecta a las técnicas de estabilizacion. Esto
parece estar vinculado con la direccién,
sentido y magnitud con las que el campo
advectivo atraviesa el dominio, €, en estudio
y con el tipo de anisotropia de la malla. Lo
que sugiere, entonces, hablar sobre una
forma méas general de anisotropia vinculada
ahora no solamente con la malla, sino con el
problema discreto mismo, dicha forma
general de la anisotropia se basa en la
posiciéon relativa de cada elemento con
relacion a la direccion del campo advectivo y
de la posicién de unos elementos con
respecto a otros (alineamiento de los
elementos). Esto queda explicito al analizar
la expresion (73) obtenida para el pardmetro
de estabilizacion, 7, aplicado a mallas
anisotropas en el que se calcula una

direccion, p?, en la que la difusion es
minima. Esta direccién esté relacionada con
los coeficientes €, a, s de la ecuacion de
adveccion-difusion-reaccion 'y con la
direccion misma del campo advectivo en
cada elemento sobre la que se imponen las
condiciones de Maximo Angulo 6.2.1 y del
Sistema de Coordenadas 6.2.2, que cada
elemento debe satisfacer ain en mallas
anisotropas. Estas condiciones que debe
cumplir la malla en relacién a sus propios
elementos y a los coeficientes de la ecuacién
de adveccidn-difusién-reaccion, ayudan a
entender el por qué en ciertos casos no se
consigue estabilizar la solucion (con ninguna
de las técnicas desarrolladas en el presente
articulo) incluso al aplicar la expresion (73)
obtenida para el pardmetro de estabilizacién,
7, de mallas anisotropas; dado que la
anisotropia del problema discreto no cumple
correctamente con las condiciones de
maximo angulo y del sistema de
coordenadas.

En los problemas con reaccion dominante, la
técnica ASGS es la Unica con la que se
obtienen, en mallas isétropas y anisotropas,
soluciones estables y de aproximacion
aceptable con respecto a lo que seria una
solucién exacta. En este tipo de problemas,
las técnicas SUPG y GLS no estabilizan al
método de Galerkin estandar, por lo que las
soluciones son las mismas que las
encontradas con este Gltimo. Esto ocurre, ya
que, en problemas con reaccién dominante
discretizados con elementos lineales, el
operador P (v) se anula en la técnica SUPG
(ver ecuacion (23)), dando como resultado
un sistema matricial igual al del Galerkin
estandar (ver ecuaciones: (24) y (20)). Las
técnicas GLS y ASGS, en éste caso producen
los siguientes sistemas matriciales (ver
ecuaciones: (29) y (42)):

k@], + (1 + 1) k@] u®) = (1 + 1) ©)
y
(K@, + (1 = 1)KL Ju®} = (1 - w){f @)

respectivamente. Sin embargo, como se
menciond, la técnica GLS no estabiliza el
problema reactivo, lo que parece estar ligado
a la sobre reactividad (lado izquierdo de la
ecuacion matricial) introducida por el
coeficiente (1 + 7s); que no sucede en la
técnica ASGS cuyo coeficiente (1 — s) es,
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por lo tanto, subreactivo (lado izquierdo de
la ecuacién matricial).

En el caso de la técnica OSS, la ecuacion
matricial obtenida para problemas reactivo
dominantes discretizados con mallas de
elementos lineales es

[[k]p + [k]c + [k]:I{U} = {f}

que es igual a la ecuacién matricial del
método estdndar de Galerkin, es decir, al
igual que el método SUPG, el método OSS
no estabiliza al método de Galerkin en
problemas reactivo dominantes discretizados
con elementos lineales; sin embargo, cabe
recalcar que se han desarrollado métodos que
modifican a la técnica OSS para obtener
resultados Optimos en problemas con
reaccion dominante.

En los €asos advectivo-reactivos
discretizados con elementos lineales, las
cuatro técnicas (SUPG, GLS, ASGS y 0SS)
estabilizan el método estandar de Galerkin,
siendo la técnica OSS la que brinda una
solucién mas cercana a la analitica. Por su
parte, la técnica ASGS posee la solucion
menos difusiva entre las cuatro en mencién,
siendo ésta estable pero de mala calidad.
Esto se debe a que como se puede observar
en las siguientes ecuaciones, la técnica GLS
contiene una matriz simétrica advectivo-
reactiva de estabilizacion, en cambio la
técnica ASGS contiene una matriz
antisimétrica  (sin  parte  volumétrica,
difusiva) advectivo-reactiva de
estabilizacién. Esto se traduce en que,
mientras la técnica GLS agrega adveccién-
reaccion (reaccion y difusividad) al mismo
problema base. Los sistemas matriciales
obtenidos, en este caso, para las técnicas
SUPG, GLS y ASGS son los dados por las
ecuaciones (24), (29) y (42),
respectivamente. A continuacion se presenta
una comparacion entre los términos de las
ecuaciones matriciales de las cuatro técnicas
con respecto a la técnica SUPG.

Técnica SUPG
[[k‘e)],) + k@] + [kéffpa]c + k@], + [kéi)pa]m]
{u®}={r@}+ { 5(52’6}

Técnica GLS

(161, + 9], + [650c], + 9], + [652c]_ ] )
SUPG

T
(k] + slk@], | ) =

) + {10 ) + 757 @)

SUPG

* Técnica ASGS

(160, + k], + [k85hc], + (6], + [k$5he], ] )
SUPG

- [[Kre]., sl | ) =

() + {fi5he) - 50 @)

SUPG

* Técnica OSS

[k]p + [kl + (kR H{U3 + [[ksupclc — lksupelIMIT" [koss]c] (U3

Galerkin Estandar Término advectivo
SUPG perturbado

= [[ksupaltr = [koss]a[M]z" [kosslc] {U} = {r}
Término advectivo—reactivo Galerkin Estandar
SUPG perturbado

Notese que las técnicas GLS y ASGS
contienen en su totalidad a la SUPG. En
cambio, la técnica OSS es en si una forma
perturbada de la técnica SUPG. De acuerdo
con los resultados, la perturbacion OSS de la
matriz advectivo-reactiva de la técnica
SUPG muestra una mejor eficiencia que la
simetrizacién GLS de la misma matriz.

8.1. Sobre las Bondades de las Técnicas de
Estabilizacion Desarrolladas

Como resumen de todo lo dicho en los
comentarios y conclusiones dadas hasta aqui, se
presenta las siguientes conclusiones breves.

= Problemas Advectivo Dominantes. Todas
las técnicas de estabilizacion (SUPG, GLS,
ASGS y OSS) muestran un buen
desempefio y  soluciones  similares,
considerando que la técnica OSS brinda
soluciones mas lisas y estables en este tipo
de problemas, de donde se concluye que
esta seria la primera opcion en la que se
deberia pensar en lo que a estabilizacion de
problemas de adveccion dominante
respectiva.

* Problemas Reactivo Dominantes. En este
tipo de problemas, la Unica técnica con la
que se consigue soluciones que se pueden
considerar como 6ptimas es la ASGS (con
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la otras técnicas no se consigue estabilizar
este tipo de problemas).

» Problemas Advectivo Reactivos. En estos
problemas se obtienen buenos resultados
con las técnicas GLS y OSS, sin embargo
cabe destacar que es posible obtener una
mejor calidad de las soluciones con la
técnica OSS, de donde se concluye que
esta deberia ser la técnica a utilizar en la
solucion de este tipo de problemas.

8.2. Interpretacion de las Técnicas de
Subescalas

De las definiciones de las técnicas de
subescalas ASGS y OSS desarrolladas en el
presente articulo, se concluye que la técnica
ASGS considera que todas las escalas que no se
toman en cuenta en la discretizacion de elementos
finitos estandar (Galerkin), y que son las que
producen la inestabilidad en dicha solucién, estan
Unicamente a nivel elemental; mientras que la
técnica OSS considera que las escalas no tomadas
en cuenta en la solucion estadndar de elementos
finitos, estan también a nivel elemental, pero
ademas, existen otras escalas no tomadas en
cuenta debidas a la particion (discretizacion) del
dominio (nivel global). Esto implica que el OSS
introduce, en general, mas grados de libertad, lo
que hace que las soluciones obtenidas mediante
esta técnica sean mas caras, en el sentido
computacional, que las obtenidas con las otras
técnicas (SUPG, GLS y ASGS).

8.3. Aportes Realizados

= Obtencion de las expresiones de las
matrices de difusion, adveccion, reaccion,
adveccidn-reaccion y vectores fuente para
elementos triangulares lineales de clase C°
de todas las técnicas aqui tratadas.

= Comparacion teérica de la formulacién
estandar de elementos finitos y las técnicas
SUPG, GLS, ASGS y OSS con respecto a
la técnica SUPG (desarrollo generalizado
de las técnicas aqui tratadas en torno a la
técnica SUPG, pionera de las técnicas de
estabilizacion consistentes).

= Interpretacion unificada de todas las
técnicas de estabilizacion desarrolladas
aqui desarrolladas.

= Interpretacion de la técnica de subescalas
ortogonales como un alisador del residuo.

» Desarrollo sisteméatico de la teoria bésica
para el anlisis del error y estabilidad en
mallas isotropas y anisotropas.
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